Grundlagen der Diffusion
Ein kurzes Tutorial

basierend auf Unterlagen von
Peter Stuber, Felix Roosen-Runge und Frank Schreiber

Zweidimensionale Brownsche Bewegung




Begriffserklarung: Kolloide

In Losungsmittel geldste
Teilchen (1nm-1um)

Klein genug um Brown‘sche
Bewegung zu zeigen

die viel kleineren
Losungsmittelteilchen kbnnen
als ,strukturloses Kontinuum?®
angesehen werden

Die thermische Bewegung der
Losungsmittelmoleklle dient
als ,thermischer Motor*




Begriffserklarung: Kolloide

Anwendungen/Alltag:
Nahrungsmittel
Kosmetika
Baustoffe
Grundlagenforschung

Speziell:

- photonische Kristalle

- grolRe Gitterkonstanten

- besondere Eigenschaften
(optisch, thermisch)

Gold-Nanopartikel in Lésung




Was ist Diffusion

© 1827 beobachtet der schottische
Botaniker Robert Brown eine
,Schwarm-“Bewegung beim
Mikroskopieren von Pollenkdrnern ->
Brown‘sche Bewegung

® Nicht die ,Lebenskraft” sondern das
standige ZusammenstoRen mit den
Losungsmittelmolekile fihrt zur
Bewegung der Teilchen
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¢ Ein Teilchen mit einem Radius von ca.
100 nm stoRt pro Sekunde mit 10%1
Losungsmittelmolekilen zusammen




Was ist Diffusion

Diffusion ist der allgegenwartige Prozess der unregelmafigen
Bewegung von Atomen und Molekulen in Materie

e Verallgemeinert kann jede Art einer stochastisch zufalligen
Bewegung als Diffusion bezeichnet werden

,Random walk"“

http://de.wikipedia.org/wiki/Brownsche_Bewegung

-1.0 -08 06 -04 02
1 I I

Zweidimensionale Brownsche Bewegung
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Bemerkungen zur Historie

1785 Jan Ingenhousz: Holzkohlestaubchen auf
Alkohol

1827 Beobachtungen von

Brown am Mikroskop Thomas Graham

1830 systematische Diffusionsexperimente
854 Dialyse - Diffusion durch Membran

1855 Adolf Fick findet
Gesetzmafligkeiten zwischen

Teilchendichte und Fluss 1905/06

instein-Smoluchowski

Norbert Wiener, Paul Lévy




Adolf Fick

,Vor einigen Jahren ANNALEN
veroffentlichte Graham oz
umfangreiche Untersuchungen I B I 8 1 K
zur Diffusion von Salzen in oxD

Wasser, in denen er speziell die CHEMIE.
,Diffusivitat” verschiedener |

Salze verglich. Ich finde es -
allerdings bedauerlich, dass es ). C. POGGENDORFF.

bei solch aufRergewohlich -
wertvollen und umfangreichen o v e s i
Untersuchungen unterlassen LEPZIG, 1855

wurde, dass grundlegende

Gesetz fur die Wirkung der Jorg Krager; Leipzig, Einstein, Diffusion; 2007

Diffusion in einem
Raumelement herauszufinden.
Deshalb habe ich versucht, das
damals Versaumte
nachzuholen®



Adolf Fick

ANNALEN

1855 stellte er auf empirischer o
Basis die beiden Grundgesetze P H Y S1IK
der Diffusion auf L

o . CHEMIIE.
1. Fick‘sches G. j=—DVc '
al: J. €. POGGENDORFF.

2. Fick'sches G. — = pv3r |
ﬂt VIER UND NEUNZIGSTER BAND.

DRR GANZEN FOLGE HUNDERT UND SIEBZIGSTER.

LEIPZIG, 1855,

Jorg Krager; Leipzig, Einstein, Diffusion; 2007



Diffusionsgleichung
(Gradientendiffusion)

Wand Wand
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Gesamtteilchenzahl J‘ drc(r) = const  Teilchenstrom = EE
L : dc .
Kontinuitdtsgleichung — + ;=0

dt



Diffusionsgleichung
(Gradientendiffusion)

Gesamtteilchenzahl f drc(r) = const  Teilchenstrom = ¢—

1. Fick‘sches Gesetz: j= —D Ve Kontinuitatsgleichung — + §7 =0

\ ) dat

de .

Diffusionsgleichung 3 DV-e

Die Proportionalitatskonstante ist der Diffusionskoeffizienten D (m2 s™).



Diffusionsgleichung
(Gradientendiffusion)

dc

Diffusionsgleichung z; = ¥ vic

Beispiele fiir Losungen in einem einfachen Fall:

Anfangsbedingung:
c(x,t =0) = ¢;é(x—0)




Diffusionsgleichung

Die Diffusionsgleichung ist eine sehr allgemeine Form, die eine ,Stoff —“
Konzentration zu dem ,,Stoff-“Flufd in Relation setzt

Fick erkannte schon dass sein Diffusionsgesetz auch fiir den Transport von
Warme gelten muss. Durch die Arbeiten von Jean Baptiste Joseph Fourier von
1822 zur Warmeleitung schloss Fick auf seine Gesetzte:

, Die Verbreitung eines gelosten Korpers im Losungsmittel geht, wofern sie
ungestort unter dem ausschlieflichen Einflufs der Molecularkrdfte stattfindet,
nach demselben Gesetze vor sich, welches Fourier fiir die Verbreitung der Wdrme
in einem Leiter aufgestellt hat...”

Jorg Kréager; Leipzig, Einstein, Diffusion; 2007



Diffusionsgleichung

Ersetz man die Teilchendichte mit der Temperatur und passt die
Proportionalitatskonstante an folgt daraus die Differentialgleichung fiir die
raumliche und zeitliche Verteilung der Temperatur T(x,t) in einem Koérper:

aT y
— = ——V°T
at pxc

AWarmeleitfahigkeit  p Dichte ¢ spezifischen Warmekapazitat



Arten der Diffusion

Selbstdiffusion
Tracerdiffusion

Klassische Fick‘sche
Diffusion/
Gradientendiffusion

Gegendiffusion

Werden alle durch die Fick'sche Diffusionsgleichung beschrieben, wobei sich
die einzelnen Diffusionskoeffizienten unterscheiden.



Random Walk & Diffusion

Eine erste mathematische Theorie
fur die Brown‘sche Bewegung liefert
Albert Einstein 1905

Im Gegensatz zu vielen
Wissenschaftlern seiner Zeit
erkannte Albert Einstein erster, dass
die grundlegende GroRe bei der
Diffusion bzw. dem ,,random walk“
der Teilchen nicht die mittlere
Teilchengeschwindigkeit ist sondern
der Mittelwert <X(t)2> des Quadrats
der Teilchenverschiebung X(t) nach
gegebener Zeit t

ANNALEN

DER

BEBECKPET UND PURTOKFONNT ORGH

F. A C GREX, L. W. GILBERT, J. C. POGGEXDORKF, 6. wxo B WIEDEMANK.

BAND 17.

LEIPZIG, 1805,

Jorg Kréger; Leipzig, Einstein, Diffusion; 2007



Mittlere quadratische Teilchenverschiebung

(mean square displacement IVISD)
Annahmen: |/

* Bewegung nurin eine Rlchtung (x) i“ ,/“\
 Konstante Schrittlinge | G
e Jedes Ereigniss unkorrellert B T . o
* Jede Richtung gleich wahrschfe mhcﬁf;"ﬂ
e Mittlere Zeit zwischen zwer-—---- L) T

Ereignissen sei T
e t=N*t1

Jorg Kréager; Leipzig, Einstein, Diffusion; 2007



Mittlere quadratische Teilchenverschiebung

(mean square displacement MSD)
Berechnung der Wahrscheinlichkeit den7 -

,random walker” an der Stelle xanzurreﬁ,fen\
Nach N Schritten: E ‘
n, Schritte nach rechts
n_Schritte nach links
n,+n_=N
Zuruckgelegte Strecke
d=1*(n,-n)=I1*s s=(n,-n)

t,
[ d 2 :..;__. el iy - i\
RS - e TN, | S— L
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Mittlere quadratische Teilchenverschiebung

(mean square displacement MSD)
Zurlckgelegte Strecke

d=1*(n,-n)=1*s s=(n,-n)) N=n_+n_
Die Moglichkeiten nach N Schritten n, nach

rechts gemacht zu haben liefert der

Binominalkoeffizient:
N N
Pln,) = (n+) “n(N—-n,)! n,in|
B N!
[l




Mittlere quadratische Teilchenverschiebung
(mean square displacement MSD)

Fir grofde N gilt die Stirling-Formel: InN'= N InN—N
P(s) = P(n,)

N1
P

= Nin2 1(N+5'}] (1+5) 1{N+5'}] (1+5)
= INin 5 ) in N 5 Jin N

P(s) =

!

Taylor-Entwicklung von In(x) um 1:

1
In(1+ x) = x—E.x:z-i----



Mittlere quadratische Teilchenverschiebung
(mean square displacement MSD)

2 3

N S S
InP(s) = Nin2 — N + O(m % 5)

SE
~ 3N . 57
P(s) =2"%e 2N
Variablentransformation x = 1*s und Normierung k f dxP(x) =1

um aus den Anzahl Moglichkeiten eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
zu erhalten



Mittlere quadratische Teilchenverschiebung
(mean square displacement MSD)

Fasst man nun die charakteristischen Eigenschaften des ,random
walkers* 12

in der Konstante zusammen ergibt :



Mittlere quadratische Teilchenverschiebung
(mean square displacement MSD)

1 x*
e 4Dt
AD7t

P(x) =

\

Normalverteilung mit Erwartungswert null

<x(t)* > = fm dx x*P(x) = Var(x) = 2Dt

<R()Z2>=2+d*Dxt

d = Dimension des Systems



Mittlere quadratische Teilchenverschiebung
(mean square displacement MSD) alternativ

<x(t)Y »=<x(t=n1)’ >=<(x,+x, +--+1,) >=
1 2 "n
X X T F AT e+ 2,0+ 2X, Xy + o+ 2K, X,

K J | )
!

!
nx[? 0
Fir ein festes x; sind genau so viele x,
+1 oder -1
Im Mittel also genauso oft +11 wie -1l
/ 2
<x(t)*>=nx1*=2t— = 2Dt

2T



Einstein-Smoluchowski-Beziehung

Albert Einstein konnte 1905 und Marian Smoluchowski 1906
konnten unabhangig von einander eine Beziehung zwischen
dem Diffusionskoeffizienten und der Temperatur T, der
Viskositat des Losungsmittels und dem , effektiven” Radius
der gelosten Teilchen herleiten

http://www.iara.org/newsfolder/pioneers/pictures/1AerosolPioneerEditedAugMarian_v_Smoluchowski.bmp M.am an S-l:ﬂﬂl HﬁhQ\MS‘kI



Einstein-Smoluchowski-Beziehung

Bewegungsgleichung eines Teilchens der Masse m in einer Fliissigkeit

. dv
F=ma(t)=m—-= FREIbqu + Fspoen = =@ * UV + Foppp,

dt

Reibungskraft nach dem Gesetz von Stokes beschreibt die Kraft auf spharische
Korper in einer Flissigkeit in Abhangigkeit der Geschwindigkeit des Korpers v, der
Viskositat der Flissikkeit n und dem Radius r des Korpers

FRELbung — —6’-’”‘??’!7"
dv Lo
= m— = —omnv + F,.

dt



Einstein-Smoluchowski-Beziehung

dv L
mg = —bmmnv + Foon

Die fluktuierende Kraft stellt das Stofsen der Losungsmittelteilchen dar. Im

zeitlichen Mittel soll diese verschwinden: < F_, ., (t) > =0

Des weitern ist das Produkt der der stochastischen Kraft zu zwei
verschiedenen Zeitpunkten im Mittel gleich null. Zu gleichen Zeitpunkten soll
es ungleich

< Fsmch (thsmch (tfj ==K * 5& _ tr)

Null sein.



Einstein-Smoluchowski-Beziehung

dv L
mE = —omnv + F 4

Stellt man die Randbedingung, dass sich das System im thermischen

1 — 3
Gleichgewicht befindet gilt: ) m < v(t)* >= 2 kT

kg die Boltzmann-Konstante, T Temperatur

< Fstﬂch (thstﬂﬂft (fj > =K% 5(t - tr)

kpeT «
—6——«—+85(t—t)
m m

Fluktuations-Dissipations-Theorem



Einstein-Smoluchowski-Beziehung

dv L
mE = —omnv + F 4

Durch Integration und Zeitmittelung lasst dich das gemittelte

Verschiebungsquadrat angeben:
., . kgT
<@{t)—7)>=<R({t)}?>=—

mnr

t
Mit

<R(t)2>:2*d_*D:{ct

Ergibt sich die Stokes-Einstein-Gleichung, die Viskositat, Radius und
Temperatur mit der Diffusion in Beziehung :

kpT
omnr

D =



Zahlenbeispiel:

Diffusionskonstante von Wasser
Wasser bei 50 °C:

Nach 1 Sekunde mit D=394-10-9 —

\/< R(£)2 »>=+v2*3*Dx1s = 0,15 mm

http://element.fkp.physik.tu-armstadt.de/physik4bi/material/bivorl1l.pdfd



Experimentelle Methoden zur
Untersuchung der Diffusion

Fluorescence correlation spectroscopy - FCS
Quasi-elastic neutron scattering - QENS
Dynamic light scattering — DLS

Microscopy

Beachte, dass die Experimente unterschiedlichen Zeit-
und Langenskalen der Teilchenbewegung entsprechen.



